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Resumen

Este estudio aborda la aplicacion de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden para
modelar el proceso de mezcla en la produccion de bebidas gaseosas. A través del analisis
matematico, se examina como la variacion de los flujos de entrada y salida afecta la concentracion
de ingredientes en el tiempo. Los resultados obtenidos permiten comprender de manera mas
detallada las dinamicas del proceso de mezcla, destacando su utilidad en el control de calidad de
la produccion. Aunque el modelo es matematicamente adecuado, se reconoce la importancia de
ajustarlo con datos experimentales para mejorar su precision y reducir errores en la simulacion.
Este enfoque proporciona una base solida para una mejor comprension del comportamiento de
los ingredientes durante el proceso de produccion.

Palabras clave: procesos de mezcla, ecuaciones diferenciales, bebidas gaseosas, simulacion
matematica

Abstract

This paper explores the application of first-order linear differential equations to model the mixing
process in carbonated beverage production. Through mathematical analysis, the study examines
how variations in input and output flows affect the concentration of ingredients over time. The
results offer a clearer understanding of the dynamics involved, proving useful for quality control
during production. While the model demonstrates mathematical accuracy, the importance of
adjusting it with experimental data is recognized to enhance precision and reduce simulation
errors. This approach provides a solid foundation for better understanding ingredient behavior in
the production process.
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Introduccion

La industria agroalimentaria y, en particular, la produccion de bebidas gaseosas enfrenta desafios
significativos en la optimizacion de procesos de mezcla para garantizar la homogeneidad y calidad
del producto final (Oltra, Hargaden, Coughlan y Garcia. 2020). En este contexto, las ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden se presentan como una herramienta poderosa para modelar
y analizar estos procesos (Zill y Wright, 2017). La aplicacion de estos modelos matematicos
permite una mejor comprension de las dindmicas de mezcla, facilitando la identificacion de
parametros criticos y la prediccion del comportamiento del sistema bajo diferentes condiciones
operativas.

La produccion de bebidas gaseosas requiere una mezcla precisa y consistente de diversos
ingredientes para asegurar que cada lote mantenga los estandares de calidad y sabor establecidos.
La implementacion de modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden puede mejorar significativamente el control y la optimizacion de estos procesos
(Moore, 2017).

Se utilizo MATLAB Online (basic) porque es una opcidon gratuita que proporciona las
herramientas esenciales para modelar y simular ecuaciones diferenciales, sin necesidad de
instalacion local, lo que facilita su acceso desde cualquier dispositivo con conexion a internet
(MathWorks, 2024). Ademas, las 20 horas de uso mensual y los 5 GB de almacenamiento que
ofrece son suficientes para llevar a cabo las simulaciones necesarias. A través de la simulacion y
analisis matematico, es posible identificar oportunidades para mejorar la eficiencia del proceso,
reducir costos y minimizar variaciones en la calidad del producto final (Granato y De Araujo
Calado, 2010). Este enfoque no solo aporta beneficios econémicos y operativos, sino que también
contribuye al desarrollo de una industria mas sostenible y competitiva.

El objetivo general de esta investigacion fue aplicar modelos matematicos basados en ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden para el analisis y la optimizacion de procesos de mezcla
consistente estable en la industria agro alimentaria, con énfasis en la industria de bebidas gaseosas.
Para alcanzar este objetivo, se identificaron los procesos clave de mezcla en la industria
agroalimentaria, especialmente en la produccion de bebidas gaseosas donde, la homogeneidad y
la calidad del producto final son criticos. Ademas, se formulan modelos de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden que modelen el comportamiento de las mezclas,
considerando factores como tasas de entrada y salida de componentes y posibles reacciones
quimicas. Posteriormente, se simulé los modelos matematicos desarrollados, utilizando
MATLAB Online (basic), para prever el comportamiento de las mezclas bajo diferentes
condiciones operativas, validando los resultados mediante datos experimentales y ajustando los
modelos para mejorar su precision y aplicabilidad (Yang, 2024).

Materiales y métodos

Modelado Matematico de Procesos de Mezcla

El modelado de los procesos de mezcla en la industria de bebidas gaseosas se fundamenta en la
utilizacion de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. La ecuacion diferencial basica

puede formularse como:

dA(t) _ . .
dt Mentrada — Msalida (1)

Donde:
2 = X
Mentrada pentrada Qentrada
3 L, o= X
Msalida psalida Qsalida
y la densidad de salida se define como:
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o A1)
psallda - Vo+ (Qentrada_Qsalida}t (2)

siendo A(t) la cantidad del componente en el tiempo t, p
y Salida’ Qentmda y leida
(Smith, 2011).
Simulacién y Optimizacion

Para evaluar el modelo, se consideran los siguientes parametros iniciales:

enrada Y Psatida 188 densidades de entrada

los flujos volumétricos de entrada y salida, y VO el volumen inicial

Pentrada — 1,0 kg/m3
O, irada = 2,0 m3/min
O, ida = 1,5 m3/min

Volumen inicial VO = 100 m3

Cantidad inicial A(0) =0 kg

Usando MATLAB Online (Basic), la ecuacion diferencial se resuelve numéricamente para
obtener el comportamiento de la cantidad A(t) a lo largo del tiempo. El coédigo MATLAB

correspondiente podria considerarse de la siguiente manera:
% Ecuacion diferencial y parametros % Modelo para simpmezclas(t, A)
function dA = simpmezclas(t, A) close all; format compact;
% Flujo volumétrico % Rango de tiempo
qe = 2.0; % flujo volumétrico de entrada tspan = 0:1:10; % rango de tiempo
gs = 1.5; % flujo volumétrico de salida % Condicion inicial
% Volumen inicial A0 = 0; % cantidad inicial del componente
v0 = 100; % volumen inicial % Solucion numérica con ODE45
% Densidades [t, A] = ode45(@simpmezclas, tspan, A0);
pe = 1.0; % densidad de entrada % Tabla de resultados
ps=A/(v0 + (qe - gs) * t); % densidad de salida modelo = table(t, A);
% Flujos masicos % Graficas
me = pe * qe; % flujo masico de entrada figure; plot(t, A, '-0"); title('Modelo de balance de mezcla');
ms = ps * gs; % flujo masico de salida xlabel('Tiempo'); ylabel('Cantidad del componente'); hold
% Razon de cambio de la mezcla on;
dA = me - ms; % Solucion exacta
end f exacta = (t + 200)."3 / 40000 - t - 200; plot(t, f exacta, '-
r');

legend('Solucion numérica', 'Solucion analitica'); hold off;
% Cambio neto: derivada exacta de F

df exacta= (3 * (t +200)./2) /40000 - 1;
% Grafica de la rapidez de cambio

figure; plot(t, df exacta, '-b"); title('Grafica de dF/dt');

xlabel('Tiempo'); ylabel('Rapidez neta');
% Calculo de errores

ea = abs(f_exacta - A); % error absoluto

er=abs(ea ./ A * 100); % error relativo
% Tabla de solucion y errores

solucion =  table(t, A, f exacta, ea, er,

df exacta,'VariableNames', {'Tiempo', 'Sol. Numerica', 'Sol.
Exacta', 'E. Absoluto', 'E. Relativo', 'Cambio Neto'})

Esta simulacion se muestra como la cantidad del componente en el sistema evoluciona hasta
alcanzar un estado estacionario. En este caso, la cantidad depende de la diferencia en los flujos
volumétricos de entrada y salida, y como varia la densidad en funcion del tiempo.

Resultados

El analisis muestra que, aunque la soluciéon numérica tiende a acercarse a la solucidon exacta con
el tiempo, la diferencia entre ambas se acrecienta progresivamente. Tanto el error absoluto como
el error relativo crecen, lo que sugiere que el método numérico puede estar acumulando errores a
medida que avanza el tiempo.
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Tiempo Sol. Numerica Sol. Exacta E. Absoluto E. Relativo Cambio Neto
1 0 0 0 0 Mah 2
2 1 1.9851 2.0150 0.0299 1.5062 2.0301
3 2 3.9410 4.0602 0.1192 3.0280 2.0603
4 3 5.8683 §.1357 0.2674 45562 2.0907
5 4 1.7678 8.2416 0.4738 6.1000 21212
6 5 9.6401 10.3781 0.7381 7.6562 2.1519
7 6 11.4858 12.5454 1.0596 9.2250 21827
8 7 13.3057 14.7436 1.4378 10.8062 22137
9 8 15.1004 16.9728 1.8724 123989 22448
| 10 9 16.8703 19.2332 2.3629 14.0062 2.2761
1 10 18.6162 21.5250 2.9088 15.6249 2.3075

Figura 1: Solucion Numérica y Solucion Analitica

A pesar de que el cambio neto es constante, lo que significa que el modelo esta capturando el flujo
volumétrico correctamente, la discrepancia paulatina en los resultados de la Figura 1 sefala la
necesidad de ajustar el método numérico a fin de mejorar la precision. El modelo numérico parece
tener un desempefio (admisible, razonable o conveniente) al principio, pero los errores aumentan
con el tiempo. Esto podria sugerir que el método puede requerir ajustes para mejorar su precision
a lo largo del tiempo.

En el contexto de la industria de bebidas gaseosas, al comparar el andlisis de los resultados
numéricos con las soluciones exactas, se observa que, a pesar de que la soluciéon numérica se
aproxima a la solucion exacta con el tiempo, la diferencia entre ambas aumenta progresivamente.
Este incremento en la discrepancia puede estar relacionado con la acumulacion de errores en el
método numérico. El error absoluto y el error relativo aumentan con el tiempo, indicando que el
método podria no capturar con precision las dinamicas del proceso de mezcla de ingredientes, lo
cual es critico para mantener la calidad y consistencia.

Modelo de balance de mezcla Grafica de dF/dt
25 2.35

—&— Solucion numérica
Solucién analitica

2.3
20

2.25

= 2.2

10

Rapidez neta

2.1

Cantidad del componente

2.05

0 2 4 5 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempo Tiempo

Figura 4: Modelo de balance de mezcla y razoén de cambio

El cambio neto constante en los resultados sugiere que el modelo estd representando
adecuadamente el flujo volumétrico constante en el sistema de mezcla. No obstante, las
diferencias crecientes entre las soluciones numérica y exacta indican que el modelo podria estar
introduciendo errores acumulativos que afectan la precision de la prediccion.

Para la industria de bebidas gaseosas, donde la mezcla precisa de ingredientes es esencial para
garantizar la homogeneidad y calidad del producto final, es crucial que el modelo numérico sea
lo mas preciso posible. La creciente discrepancia sugiere que deben considerarse ajustes en el
método numérico para mejorar su precision y capacidad de ajuste a las condiciones reales del
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proceso (Myers, Montgomery, y Anderson-Cook, 2016). Se recomienda revisar y, posiblemente,
refinar el método de resolucidon numérica, asi como realizar validaciones adicionales con datos
experimentales a fin de asegurar que el modelo pueda predecir con mayor exactitud el
comportamiento del proceso de mezcla en la industria de bebidas gaseosas. Esto permitir a
optimizar la calidad del producto final y mejorar la eficiencia del proceso de produccion.

Discusién

El analisis de los resultados obtenidos en la modelacion del proceso de mezcla en la industria de
bebidas gaseosas arroja varios puntos interesantes que vale la pena discutir. Aunque el uso de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden parece ser una herramienta 1itil para representar
el comportamiento de los ingredientes en el proceso de mezcla, la creciente discrepancia
observada entre las soluciones numéricas y exactas deja en evidencia algunas limitaciones
importantes, especialmente cuando se utiliza un método numérico.

Uno de los primeros factores a tener en cuenta es la acumulacion de errores que se produce en los
métodos numéricos. Tal como sefiala Zhitnikov (2016), estos métodos pueden introducir
pequefios errores en cada paso de la simulacion, que eventualmente se acumulan a lo largo del
tiempo, especialmente en sistemas donde los cambios son graduales pero constantes. En este caso,
aunque el modelo captura adecuadamente la tendencia general del proceso de mezcla, los errores
numéricos se van sumando hasta generar diferencias notables entre los resultados exactos y
numéricos. Esto podria convertirse en un problema critico en la produccion real, ya que incluso
pequefias desviaciones pueden afectar la consistencia del producto final.

Por otro lado, el analisis también pone de manifiesto lo sensible que es el proceso de mezcla a
pequefias variaciones en los flujos de entrada y salida. Incluso ajustes menores en estos flujos
pueden aumentar la diferencia entre los resultados analiticos y numéricos, lo cual sugiere que se
requiere un control riguroso sobre los parametros operativos para asegurar la calidad del producto.
Aunque herramientas como MATLAB son extremadamente utiles para hacer simulaciones
rapidas y eficientes, siempre es necesario tener datos reales para ajustar los modelos y asegurarse
de que reflejan con precision el comportamiento del sistema. Esto es algo que ya se ha
mencionado en trabajos previos como el de Kiusalaas (2013), que subraya la importancia de
comparar las simulaciones con la realidad para evitar que los modelos se desvien de los resultados
esperados.

En términos practicos, la implementacion de estos modelos matematicos en un entorno industrial
presenta ciertos retos adicionales. Por ejemplo, la variabilidad en las propiedades fisicas de los
ingredientes o la presencia de multiples fases en el proceso de mezcla puede introducir una
complejidad adicional que dificulte la precision del modelo. Mavani et al (2022) discuten coémo
estos factores, si no se tienen en cuenta, pueden llevar a una mayor no linealidad en el sistema,
haciendo que los métodos numéricos sean atin mas propensos a errores.

Aunque el uso de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden ha demostrado ser una
herramienta util para modelar los procesos de mezcla en la industria de bebidas gaseosas, los
resultados muestran que todavia hay margen para mejorar. Es fundamental seguir trabajando en
métodos numéricos mas robustos y asegurarse de validar constantemente estos modelos con datos
experimentales. Esto no solo mejorara la precision de las predicciones, sino que también permitira
optimizar los procesos de produccion, reduciendo costos y mejorando la calidad del producto, tal
como lo sefialan Chapra y Canale (2014).
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Conclusiones

El estudio realizado demuestra que el uso de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es
una estrategia valiosa para mejorar los procesos de mezcla en la industria de bebidas gaseosas. Al
aplicar estos modelos, no solo se logra una mejor comprension de las dinamicas involucradas,
sino que también se abre la posibilidad de optimizar la produccion, garantizando la consistencia
y calidad del producto final.

Sin embargo, los resultados revelan la importancia de afinar los métodos numéricos empleados
ya que, incluso, pequefios errores pueden tener un impacto significativo en las predicciones, lo
cual subraya la necesidad de un enfoque riguroso y adaptable en el modelado matematico,
respaldado por datos experimentales, para asegurar que las mejoras propuestas sean efectivas y
se traduzcan en beneficios reales en la practica industrial. En definitiva, la integracion de modelos
matematicos en la industria alimentaria no solo es viable sino necesaria para afrontar los retos de
un mercado cada vez mas competitivo y exigente.
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